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Рассмотрим различные варианты  нагрузок q(x,t).
Смещение точек пластины во времени под нагрузкой q(x,t) = q0 sin t.
Вывод. Построен динамический аналог потенциала простого слоя для
второй основной задачи динамики тонких упругих пластин, который позволяет
определять смещение любой точки пластины в произвольный момент времени
без использования методов типа конечных разностей или конечных элементов.
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПОДВИЖНОЙ НАГРУЗКИ ДЛЯ
ВЯЗКО-УПРУГИХ БАЛОК
В статті пропонуються засоби розв’язання прямих та обернених задач механіки деформівного
твердого тіла на прикладі балок, що перебувають під дією зосередженої рухомої сили. Задачі роз-
глянуті як для балок теорії Кірхгоффа-Лява, так і для балок теорії С.П. Тимошенко. Урахування
дисипації енергії коливань здійснено за допомогою моделі Фойгта.
The direct and inverse problems of deformable rigid body mechanics solving methods on example of
beams under action of the concentrated mobile force are offered in this article. Problems are considered
both for beams of the Khirhgoff theory, and for beams of the Timoshenko theory. The account of fluc-
tuation energy dissipate is carried out by means of Foight model.
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Настоящая статья посвящена решению двух обратных задач динамики ба-
лок конечной длины. Предполагается, что балки являются вязко-упругими, ко-
лебания их нестационарны, а уравнения движения моделируются по двум раз-
личным теориям. Под обратными (в данном случае, задачами идентификации
неизвестных нагрузок) понимаются задачи, в которых определение внешних
сил производят на основе анализа их косвенных проявлений [1-3].
Вначале рассмотрим задачу о колебаниях шарнирно-опертой балки ко-
нечной длины при действии подвижной силы с учетом диссипации энергии ко-
лебаний с использованием дифференциального уравнения теории Кирхгоффа-
Лява, приведенного в работе [4], а именно:
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где η - коэффициент вязкости, )()(),( 0tVxtPtxqz −= δ  - интенсивность по-
перечной нагрузки, V0 – скорость движения силы. Учет внутреннего трения в
балке проводим аналогично тому, как это выполнено в монографии [4], а
именно с использованием модели Фойгта, в которой связь между напряжения-
ми и деформациями имеет вид:
dt
dE εηεσ += .
Функцию динамического прогиба балки w(x,t) будем искать с применени-
ем рядов Фурье. Решение дифференциального уравнения (1) находим при ну-
левых начальных условиях и граничных условиях, отвечающих шарнирному
опиранию.
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где λk = kπ/l.
Используя условие ортогональности для тригонометрических функций, а
также учитывая свойство для δ-функции, приведем выражение (2) к виду
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Решение дифференциального уравнения (3) будем искать с помощью ин-
тегрального преобразования Лапласа по времени [5]. В пространстве изобра-
жений полученное уравнение примет вид
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Используя правила операционного исчисления [5,6], запишем
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Заметим, что эти формулы учитывают различные значения величин вяз-
кого трения и дают возможность рассчитывать прогибы балки без всяких огра-
ничений, накладываемых на исходные данные.
Необходимость рассмотрения обратных задач связана, например, с от-
крывающейся в результате их решения возможностью определения напряжен-
но-деформированного состояния конструкций без априорного знания о воздей-
ствующих на них нагрузках. В состав комплекса операций, необходимых для
решения обратной задачи для балки конечной длины, может входить установка
датчика в произвольной точке исследуемой балки, прогибы которой необходи-
мо фиксировать для определения нагрузки.
Идентификация подвижной нагрузки была проведена для балки с прямо-
угольным поперечным сечением и следующими характеристиками: длина
l = 2 м; ширина b = 0,15 м; высота поперечного сечения h = 0,1 м; площадь по-
перечного сечения F = bh = 0,015 м2; осевой момент инерции I = bh3/12 = 
= 1,25 · 10-5 м4; плотность материала ρ = 0,795 · 104 кг/м3; модуль упругости
Е = 0,206 · 106 МПа; величина силы Р = 1 кН; скорость движения силы
V0 = 50 м/с.
В математическом плане обратная задача сводится к решению интеграль-
ного уравнения Вольтерра I-го рода [1-3], а именно
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где K(t,τ) - ядро интегрального уравнения.
Исследуемая обратная задача относится к классу некорректных задач ма-
тематической физики [7]. Известно, что решение таких задач возможно лишь с
применением специальных регуляризирующих алгоритмов. Поэтому использу-
ем общую операторную форму записи выражения (5) в виде w = A · q и, приме-
няя регуляризирующий алгоритм А.Н.Тихонова, запишем сглаживающий па-
раметрический функционал для уравнения (5) в виде
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где wδ – вычисляемые с некоторой погрешностью измерения δ перемеще-
ния балки в точке x0; q – искомая функция, в данном случае подвижная сила;
А – математический оператор, такой что А · q = w; α – параметр регуляризации.
В пространстве Соболева [7] функционал (6) примет вид
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где T – время завершения исследуемого процесса (наблюдения за ним).
Как показали исследования [1-3], эффективным способом решения таких
задач следует считать регуляризацию матричного уравнения, согласно которой
решается следующая система линейных алгебраических уравнений:
(АТ · А + α · С) · q = AT · w,                                      (7)
где А = A* · sin(λk · V0t); q – вектор, определяющий изменение силы во
времени; С – трехдиагональная матрица, представленная в монографии [7].
На рис. 1 изображены результаты идентификации неизвестного подвиж-
ного нагружения. В качестве исходных данных для обратной задачи было при-
нято изменение прогиба в точке с координатой x = l/4, вычисленное по форму-
лам (4) – результат решения прямой задачи (см. кривую 2), а кривая 3 - та же
кривая, после наложения на нее пятипроцентного «шума», а также нескольких
случайных «амплитудных выбросов». Укажем, что на рисунке 1 сплошной ли-
нией (кривая 1) показано изменение во времени силы, принимаемой при реше-
нии соответствующей прямой задачи, а пунктирной линией (кривая 4) – изме-
нение во времени идентифицированной нагрузки.
Рисунок 1
Аналогичные исследования могут быть проведены и для уточненной мо-
дели балки С.П. Тимошенко, позволяющей учитывать влияние инерции враще-
ния поперечного сечения и сдвига, что особенно важно при изучении балок от-
носительно малой длины. Для учета в такой балке эффектов поперечного, вра-
щательного и вязкоупругого затуханий по Фойгту можно воспользоваться сис-
темой дифференциальных уравнений, впервые полученных S.H. Crandall и
A. Yildiz, которые приведены в монографии [8]:
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где ρGka '= ; IGFkb ρ'= ; ρEc = ; ЕI – изгибная жесткость; F –
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площадь поперечного сечения балки; G – модуль сдвига; k' – коэффициент
формы поперечного сечения; ρ – плотность материала; ε1 и ε2 – коэффициенты
поперечного и вращательного затуханий; β1 и β2 – коэффициенты затухания от
действия окружающей среды.
В соответствии со стандартной методикой разделения переменных,
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получим следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:
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В пространстве изображений указанная система дифференциальных урав-
нений примет вид:
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Решение системы уравнений (9) в пространстве изображений можно
представить следующим образом:
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Согласно правилам операционного исчисления [5] в пространстве ориги-
налов выражения для искомых функций примут вид
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Расчеты по приведенным формулам проводились с использованием среды
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Mathcad [9]. В формулах (11) значения величин ωj,k (j = 1-4) являются ком-
плексными и находятся как корни полинома, входящего в знаменатель уравне-
ния (10), в той же среде. Отметим, что в Mathcad операции с комплексными
числами производятся в автоматическом режиме.
Обратная задача для рассматриваемой балки теории С.П.Тимошенко ана-
логична ранее описанному расчетному случаю для балки теории Кирх-гоффа-
Лява. Коэффициенты затухания принимались равными ε1 = ε2 = ε = 10−3 с и
β1 = β2 = β = 200 с−1, что позволяет учесть затухание колебаний балки не толь-
ко за счет внутреннего трения в материале, но и за счет вязкости окружающей
среды, что моделирует поведение балки, погруженной, например, в жидкость.
Применение регуляризирующего алгоритма заключается во введении сглажи-
вающего параметрического функционала (6), после чего задача сводится к ре-
шению регуляризированной системы линейных алгебраических уравнений (7).
На рис. 2 изображены результаты идентификации неизвестной подвижной
силы, действовавшей на балку теории Тимошенко. В качестве исходных дан-
ных было принято изменение прогиба в точке с координатой x = l/4, вычислен-
ное по формулам (11) – результат решения прямой задачи (см. кривую 2). Кри-
вая 3 «зашумлена» аналогично предыдущему расчетному случаю. Сплошной
линией на рис. 2 (кривая 1) показано изменение во времени силы, принимае-
мой при решении соответствующей прямой задачи, а пунктирной линией (кри-
вая 4) – изменение во времени идентифицированной нагрузки.
Рисунок 2
На основе представленных на рисунках результатов можно сделать вывод,
что процедура применения сглаживающего функционала А.Н. Тихонова в про-
блемах о колебаниях балок при наличии в уравнениях их движения диссипа-
тивных членов может эффективно использоваться при решении обратных за-
дач. Ранее эта процедура использовалась при идентификации подвижных на-
грузок для абсолютно упругих балок [1-3]. Основную цель своих дальнейших
исследований по развитию задач данного направления авторы видят в их
обобщениях на деформируемые объекты более сложных геометрических форм.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИМПУЛЬСНОГО НАГРУЖЕНИЯ БАЛКИ
В статті розглядаються пряма і обернена задача теорії пружності про імпульсну дію на пружну
балку скінченої довжини. Пропонується методика визначення закону зміни нестаціонарної дії в
часі. Наводяться результати чисельних експериментів з ідентифікації невідомого навантаження на
основі вихідних даних аналітичних і експериментальних досліджень.
The direct and inverse problems of the theory of elasticity for finite length beam under pulse loading are
considered. The methods for determining the time dependent pulse action are obtained. The numerical
results for identification of unknown nonstationary action based on analytical and experimental initial
data are presented.
Зачастую при проектировании различных конструкций возникают вопро-
сы правильного выбора величины и характера изменения во времени нагрузок
воздействующих на них. Этому может способствовать умение решения так на-
зываемых обратных задач, связанных с непосредственной идентификацией
воздействующих сил. Ряд таких задач и способы их эффективного решения
представлены, например, в монографиях [1, 2].
Одна из таких задач по определению ударного воздействия на упругую
балку конечной длины падающего груза рассмотрена в настоящей статье.
Вначале опишем механическую систему, которая положена в основу ре-
шения задачи.
Пусть воздействие равномерно распределенной по некоторой площадке
нагрузки с интенсивностью P(t) на однопролетную шарнирно-опертую балку
длинной l эквивалентно схеме изображенной на рис. 1.
